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We prove imbedding theorems in the setting of abstract symmetric sub-
markovian semi-groups, under some natural dimensional hypothesis. Our results
are sharp and extend classical ones. They involve Lipschitz, Besov, and Sobelev
spaces, as well as Lebesgue spaces, and include a generalization of the
Herz-Bernstein Theorem on the Wiener algebra. They typically apply to function
spaces associated to left invariant sub-laplacians on unimodular Lie groups, thanks
to estimates obtained by Varopoulos. ¢ 1991 Academic Press. Inc.

[NTRODUCTION

Soit (7,),.o un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sous-
markoviens symétriques sur L3(X, &), ou (X, &) est un espace mesuré o-fini.
Selon N. Varopoulos [28-30], un tel semi-groupe est dit de dimension n
s'il existe C tel que

IT, fl.<Ct " flli,  YfeLY(X, &), Vi>0.

On a alors, si O<ap<net p>1, il f],in. o SC 1A*f],, Vf € 2(A*?),
ou — A est le générateur infinitésimal de (T,),, 4 [28].

Ce résultat est une version abstraite du théoréme de Sobolev classique
[22; 23, p. 119], selon lequel, dans R”, 'espacc de Sobolev L se¢ plonge
dans L9, avec 1/g=1/p—a/n, si 0<ap<net p>1. Cest alors bien sir le
laplacien usuel qui joue le réle de — A, et le semi-groupe de la chaleur sur
R”, qu’il engendre, est de dimension # au sens précédent.
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Notre point de départ a été la question de savoir si le second volet du
théoréme de Sobolev dans R”, qui affirme que, pour ap >n, L7 se plonge
dans I'espace de Lipschitz A, _, ,, a lui aussi un analogue en termes de
semi-groupes d’opérateurs. La notion appropriée d’espace de Lipschitz cst
disponible depuis longtemps [3,26] et la démonstration du théoréme de
plongement est trés simple. On la trouvera au §3. Notons que, pour obtenir
les énoncés les plus purs, nous avons choisi de travailler avec des normes
homogeénes (par exemple les fonctions de L7 ne sont pas supposées étre a
priori dans L”).

Les relations que Taibleson a établies pour R” [26, 237 entre Péchelle
des espaces de Lipschitz et de Besov, d’une part, et celle des espaces de
Sobolev, d’autrc part, subsistent elles aussi dans le cadre abstrait: nous
montrons au §2 que les méthodes reposant sur l'utilisation de la fonction
de Littlewood- Paley g s’étendent sans difficulté majeure.

Notre propos n'est pas sculement de généraliser des résultats connus
dans R" le champ naturel d’application du théoréme de plongement
obtenu par Varopoulos, ¢t de ceux quec nous obtenons a sa suite, est
constitué par les groupes de Lic unimodulaires, ou la notion de dimension
se dédouble en celles de dimension locale et de dimension a l'infini [29, 30].
Nous avons donc été amenés a considérer, des le §1, des semi-groupes a
deux dimensions, et des normes de Besov et de Sobolev capables d'¢valuer
séparément les comportements locaux et a l'infini des fonctions. Cette idée
est a rapprocher de celle qui consiste a définir, dans R”, des cspaces de
Besov ¢t de Sobolev d’ordre variable (cf. par exemple [1]).

Dans le §4, on montre que l'intersection d'un espace de Lebesgue d'une
part, d’un espace de Besov, de Lipschitz, ou de Sobolev convenable d’autre
part est contenue dans L 7.

Au §5, on considére une situation un peu moins générale: (X, &) est un
groupe localement compact muni de sa mesurc de Haar. On considere
Panalogue 4(X) de lalgébre des transformées de Fourier de fonctions de
L', et I'on montre que si (7,),,, a unc dimension, un certain espace de
Besov sc plonge dans A(X), ce qui généralise un énoncé di a Bernstein
dans R, et a Herz dans R” [2, 13].

Enfin, en combinant les résultats des quatre premiers paragraphes, on
obticnt au §6 un tableau assez complet des différents plongements de
Sobolev qui se présentent, suivant la situation des dimensions locale et a
'infini. On situc alors dans ce tableau les grandes classes de groupes de Lie
unimodulaires, sur lesquels on fait agir le semi-groupe engendré par un
sous-laplacien, et 'on voit apparaitre, dans le cas ou les dimensions locale
et a linfini différent, des phénoménes qui ne se produisent pas dans R”.
Certains des problémes traités ici I'avaient d¢ja ¢té dans le cadre des
groupes stratifiés (par exemple [11, 19, 14]).

Une version résumée de cet article a paru dans [6]. Un point de vue
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légérement différent y est parfois adopté. Il nous arrivera d’autre part de
nous appuyer sur des arguments publiés dans [7], ou sont traitées des
questions voisines.

1. ESPACES DE LIPSCHITZ, DE BESOV, ET DE SOBOLEV
ASSOCIES A UN SEMI-GROUPE D’OPERATEURS

Soit (X, &) un espace mesure o-fini et (7T,),., un semi-groupe fortement
continu d’opérateurs sous-markoviens symétriques sur L*(X, &), de
générateur infinitésimal — A.

On sait [24] qu'un tel semi-groupe cst analytique borné sur L7(X, &),
pour | < p< +x. Ceci revient 4 dire que, pour tout ¢, I'image de T, est
incluse dans Z(A,), ou — A, est le générateur infinitésimal du semi-groupe
agissant sur L”(X, ) et que |AT [, ,<C,/1,Y1>0; on déduit classique-
ment de cette derniére estimation que ||A*T,| <C,,/r*,¥1>0, pour
1> 0.

Pour pouvoir utiliser ces estimations aussi dans les cas limites p=1 et
p= +, il nous arrivera de faire 'hypothése supplémentaire que (7,),.,
est analytique borné sur L'(X, Z). Nous verrons ce qu'il en est de cette
hypothése lorsque nous aborderons les applications de nos résultats.

Soit maintenant & = {T, f, avec s >0 et / mesurable bornée, a support
de mesure finie }: & est stable par (T,),. ,, dense pour la norme du graphe
dans Z(A4,), et donc dans L7(X, &) lui-méme, Vp, 1 < p < +. Enfin, tous
les A, coincident sur &2, et 7 < Z(A*), Ya>0.

Nous supposerons que Vp, 1< p< +oc, Vel?X, ), Tf=f Vi>0
entraine f=0. Il en résulte que 7T,f=—=2 0, pour feL”(X,&) avec
1 < p< +« et aussi que Y/ e %, ¥/ =0 entrainc f = 0. Ce dernicr fait, joint
a l'analyticité de (T,),,(, nous permettra d’affirmer que les semi-normes
que nous considérerons sur % seront des normes, et donc d’obtenir des
espaces de Banach en complétant & par rapport a ces normes.

Pour traiter des situations compactes, ou &(X)< +2c et donc ou les
constantes appartiennent a L°(X, &), et sont, dans les exemples, invariantes
par (T,), . il suffira de raisonner sur (¢ *

¥ 4

“T,),» 0, C€ QUi revient & rajouter
des normes L” aux normes homogénes quc nous allons considérer. Les
détails seront laissés au lecteur.

a. Espaces de Sobolet

Soit « > 0; on sait classiquement définir 4> (cf. [32]). Si fe ¥ c %(A47),
on notera L?(f) la semi-norme de Sobolev ]|A"'Z_/‘||,,. Puisque 4f =0 et
f =% entrainc /=0, il s’agit d’une norme. L'espace de Banach obtenu ¢n
complétant & par rapport a cette norme sera lui aussi notc L7. Cet espace
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est stable par T,,Vt>0, et, V>0, A*? réalise un isomorphisme entre L/
et L 4.

Nous aurons par ailleurs a utiliser une décomposition hiée a (7,),,, de
la norme L7, définissons les semi-normes LP(oc) et L7*(loc), ou
lSp<+x ¢t keN* par L°(x)(f)=|T\fl, et Lr*(loc)(f)=
1(I—=T,) f,, pour f€ 2. Il est clair quc, sous les hypothéses qui ont ¢t¢
faites, cc sont des normes. Nous noterons encore L(x) et L™*(loc) les
espaces de Banach correspondants. On a bien sir

Lr*(loc)n LP(x )= L7, vkeN* Vpe[l. +x].

b. Espaces de Lipschitz et de Besor

Soit o = (x,. 2,) un couple de réels positifs. f un réel vérifiant §> x,,;2
et f>a,/2 (ce qu'on notera f§i>a/2), et soient pet g telsque 1< p< +
et 1 <¢g< +oc. On définit la semi-norme A%% en posant pour [ € &,

Y

.1 , d] 1 g
A’,’j}’,(f)=[‘ (f 2 IIA"T,_/iI,,)"T}

L s drl'
+[f (=2 0AMT S, 7]
sl g< +o et

Agﬂr(}()= sup I/f 22 “Alf;r“{‘hp_*_sup Iﬂ 222 ll.AﬂTI,[li,r

Dt >

Si @, =a,, A2 est bien sir équivalente & [{, > (7 72 |A"T f1,) de/1]"
ou sup,.,!* *?|A"T,f|,, suivant que ¢ est fini ou non. Le premier
terme de 474 sera noté A7 f(loc), et le second A7 f(oc).

Comme, pour fe%, Af=0 entraine f=0 et t— T,f est analytiquc
réelle, A7, A7 4(loc) et AL 4(ac) sont des normes pour toutes les valeurs
admissibles des indices. Nous noterons encore A%f, AL 4(loc) et A7 f(oc)
les espaces de Banach correspondants, que nous appellerons espaces de
Besov, espaces de Besov locaux, espaces de Besov a 'infini. L’espace A~
sera aussi noté A,, ct appelé cspace de Lipschitz (de méme pour ses
versions locale et a linfini). Toute cetie terminologie est justifiée par
[26, 23, 3]. Les espaces considerés sont tous stables par (7T,), . .

L’énoncé qui suit jouera un rdle essentiel, en nous permettant de
disposer de I'indice f.

PROPOSITION | Si %2 <f et 2/2<f, ALY et ALY sont des normes
équivalentes.
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Preuve. Supposons que < f’,g< +x, et soit fe%. Comme (T,),,,
est analytique,

IAPT S, =AY PT,, 4T, f | ,<Ct" ¥ | APT o f |,

ct

AP < i B2 2 f . dﬂ He
N <c (7 45T, /11 ) ;

Y0

s 4 ]
+|:| (r/f 2% | AﬂT’ 7/ ): (,IJ }
1

i , o dul
<C 7wl AT S
Jo " u

At R ) d Loy
+[| (u” ’f-||A"Tu/|p)"—“] };
Ea] Uu

5

d'autre part

~1 P
| (u""fzIIA”TJII,,)"%<KJ (W' =2 APTS ], )“d”

v1:2 Q0

avec K=sup, .y qu™ * 2. On obtient donc ALESILSC"ALUS). Le cas
¢ = +oc est analogue.

Compte-tenu de cette premiére étape, il nous suffit, dans 'autre sens, de
montrer que si a/2 <f, A4 est dominé par A%, . Or, si fe 7, AT f=
{r=A"*'T fds, au sens de Tintégration dans L"(X,&), car
I4°T, |, +=== O par analyticité. Donc |A*Tf1|,<{; * 14" ' T [, ds
et I'inégalité de Hardy [23, p.272], convenablement adaptée pour couvrir
le cas général x, # a,, prouve que

ATUS)Y < CALE (). du moins si g < +.

Si g= 4o, posons M=AL4 (f) alors [AP*'T [, <Ms ' /o2
donc |A’T,f|, <M [, s /”“ds, et AZHS)SCM

Dorénavant, comme nous considérerons les normes & une équivalence
pres, nous supprimerons I'indice 8 dans la notation A7, et nous choisirons
librement un réel dépassant «,/2 ct 2,/2 dans I'¢criture de I'expression
correspondante. Notons que cette manceuvre n'est pas possible pour les
espaces A79(loc) et A%:¢,(o0).

COROLLAIRE. V>0, A" réalise un isomorphisme entre A7, et A9,
(ST = (2, a5), x4+ B dénote bien sir le couple (2, + B, 2, + ) )
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Preuve. Nous la rédigeons ici dans le cas ou x, =2, =«. Le cas général
se traite de la méme fagon. Définissons sur & une norme A par

A(f)= 444",

A(f) s’écrit

st . drte ~
[' (r "2||A/+/"’2T,f|,,)"7] ) avec *,->§

“0

ou bien encore

T ekt emay gerpag o e 4]
| (i 1A 2T A1 —

0

Autrement dit, elle est équivalente a 429, ce qu'll fallait prouver.
q x+ ff q p

11 est facile de voir qu'on peut définir sur & un opérateur 4 #2 ce qui
compléte la preuve.

La preuve de la proposition suivante est adaptée de celle du cas classique
[23].

PROPOSITION 2. Les familles d'espaces A4 et A%, (loc) sont croissantes
en q.

Preuve. Soit feZ; posons A= A7, (loc)(f).

sl
V15,0 <1y <1, | 18 D VAT 1 dr < A

Y102

Dec plus la fonction 71— |!A”T,f||‘,’, est décroissante puisque (7,),,, con-
tracte L7(X. ¢).
Donc

fo
LAPT, f0g [ =m0t i g

o

(¥

soit
,

Cthi=* 2 AT, [, <4, Vi, 0<1,<1

autrement dit

_ ‘
A Tloe) ) < = AL 4(loc)( /),
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d’ou I'on déduit par Holder
[457 o) )] < [47, jtloc)(f)]" ¥ {457, (loc)(f}]*

1
SCr [A"l /f(loc)(f)], sl rzgq.

S’agissant de A7¢ on prouve de la méme fagon que
CtP 2 NAPT [, < A24f),  Vi,0<1<],
et

Cr* =2 APT f1l,<A2S),  V1>2,

et on termine en remarquant que

sup #7322 AT f|, < C AT, fI , < C' A% % (loc)(f).

re[1.2]

Nous allons maintenant voir que les espaces que nous venons d’intro-
duire (ou « est un couple) s’expriment comme somme ou intersection des
espaces de Besov habituellement considérés (ot x est un réel). Ceci nous
permettra d’exprimer nos résultats en termes plus clairs, mais nous les
obtiendrons en utilisant I'expression initiale de A7 a I'aide de 47,%,(loc) et
AP (o).

PROPOSITION 3.  Soit 2= (x,, %,).

pd Py ;
AP A«] r\Ax: sioay
* AL+ ALY sioa

L - ”y Py
(on écrit par exemple ALY pour ALY ).

Preuve. 11 est clair que, si a<a’ <2f, A7 {(loc)> AL%(loc) et
Afz(x)c/‘, /f(w) Donc, si %, = %,,

feAly = fedl ,,loc)cA”"f,(loc) et fedli(oc)c ALY (),

{(x1.x1)
(ot I'on choisit B> x,/2)
= fedlinaLl,

Le cas %, <« résultera du fait qu'alors A7 et A7 sont inclus dans A7
et du:
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LEMME. Soit x>0 et f€ &; alors

313>§ telque [ AT4(loc)=f— T, feAm,
V>, JeArU(x) =T, feAm,

Preuve du Lemme. Supposons que feAj(loc). 1 est clair que
S=T,feAyj(loc). Reste @ montrer que f — T, fe ALj(x). St g< +,

P 5 : it
| AT =T 1

|
A+ , 7 -1l 9 dt
< I [,/)—1-_( :|A/f-r lTI . ‘Lfl,|/, d‘>—‘ —_
“1 ) !
dt

+ s " 1 N . q
<| [r" 44T, (l jar+! 'T.k./l,,ds)] -
<1 Y0

ot O<y<ff+1,

RS ) ~l 4
S C <| ,ql/f x2 vy 1 d’)(' ||A/f ! T‘/‘” , d?)
‘1 0

At s ol q
< C*f (' tq(/f x2 ) 1 d1><' § B oLt x2 dS) .
vl 0

La derniere inégalité provient du fait que f'e A2%(loc) = A2 ™ (loc) d’aprés
la proposition 2. Enfin, si P'on choisit ; tcl que f-a2/2<7, les deux
intégrales convergent.

La preuve est similaire s1 ¢ = + .

Supposons maintenant que fe A7 f(x). Si g < +,

ot v g dt
(o 24T (T f1,]¢ —
v t
I ) i (lu
= [w—1)" AT, f1,]¢
v Il—]

ab

<!
1

si § est assez grand pour que (f—%/2) g — | soit positif.

Le cas g = +oc ne présente pas plus de difficulté.

Notons au passage quc le méme calcul montre T, fe A2¢= 3> x tel
que f'e AT x).

. . ST
[ulf a:2 ||A”T,,A/ ” /)]17

640 65 2.5
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L’hypothése “(T,),,, sous-markovien symétrique,” que nous avons faite
pour des raisons de commodité et en vue des applications, est inutile pour
définir des espaces de Lipschitz et de Sobolev liés & un semi-groupe
d’opérateurs: analytique borné sur tous les L7 suffit. On pourrait méme
s’affranchir de cette hypothése en remplagant AT, par (Id— T,)* (cf. [3]),
mais elle nous sera utile dans la suite.

2. LE THEOREME DE TAIBLESON

Les résultats que nous allons présenter dans ce paragraphe sont indé-
pendants de toute hypothése de dimension sur (7,),.,. Nous supposerons
simplement que (T}, est sous-markovien symétrique sur L*(X, &), mais
nous verrons tout a I’heure que cette hypothése peut étre affaiblie.

Nous n’avons pas cru bon d’expliciter le cas général des espaces de Besov
AP9 ou « est un couple. Il peut étre déduit de ’énoncé qui suit a l'aide de
la proposition 3 du §1.

La preuve que nous présentons est I'adaptation a un cadre abstrait de
celle de Stein pour R” [23]. Nous la donnons toutefois in extenso, faute de
pouvoir isoler les modifications nécessaires.

THEOREME. Soit x20,

APPR I [P ARPYE s 1< p< 400

et
AP e Lhc AP si p=1ou +oc.
Preuve. Elle repose sur I'utilisation des fonctions de Littlewood-Paley
+x dil'e
a=| [ wmrson ST s rep<ia
et

G.(f)(x)=sup 1 |AT f(x)I.
>0
Comme on a prouvé au §1 que les opérateurs 4*? décalent aussi bien
I’échelle des espaces de Besov que celle des espaces de Sobolev, il suffit de
considérer le cas x = 2.

(i) Montrons que, si 2<p< 4+, L5 AS?,  autrement  dit
ASP()SCIAST ,. Ve .
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P 3 L.p
19(Af )1, = UX <JU 7 AT ()" dt) dc"(x)]
LRV 1.p
=<| r '||A2T,f|;;dr> =A57(f).

D’autre part, comme p > 2,
[0 <TG X [F, ()x)]" 7
et Holder donne
[EAVA IR EAVAT S K AVA | s
Reste 4 montrer que
() MDD, <Chifll,
BY NG D, <C IS,

Posons

12

b

. o
gk(./)(x){JO (" M‘ﬂ/(x)l)ﬂﬂ

On sait [24, 16] que, comme (7,), ., est sous-markovien symétrique,
I, <K, VkeN* et Vp l<p< +m.

Or %(f)=g,(f), donc (x) est démontre. D'autre part, | s°A°T, fds=
— AT, [+ 2 [\ sAT fds, f € 4. Donc

t1AT, f(x)| s; |52 | AT, f(x)] ds +% IS 14T, f(x)] ds
Y0 Y0

1 al 1.2 ot 12
<- ( s ds) (' sYIAT, f(x)]? ds)

 \vo

t 12 13 12
+g<f sds) (j s|AT‘/‘(x)|ld9)
I \vo 0

et

|

G, (/)(x) S —= £:()x) + /2 g.()x).

31

\/
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Ceci démontre (f).
(i) Montrons que, pour | < p<2, L5< A% Pour fe 2,

1.2

AL3(f) = (j NIVEAIE dt)

P r Lrylip
=[( U |A2T,f(x)|”dg“(x)} tdt) ] . ou r=

As-zms[’ ([“"

Yx \v0

=U ( ‘ IAZT,f(x)IZdt>V dg'(x)] ’

K

2
-2
p

[

0O

Donc

’ |A2T,f(x)|przd1) rdé(x)] !

¥ \*0

=g, (AN, <K [Af],.

(ili) Montrons que, pour 2< p< +o, A5 < L5, Pour f€ Z,

g (AN, = [[Jx (L T |A*T, f(x)|? dt)”rz df(x):lz,’p:||,2

At ox . 2p 172

S[J z[‘ |APT, f(x)|” dé(x)] dt] car Z>1
0 x 2
[ v &l 1:2

:(JO t:|A3T,f|.f,dt> = A52(f).

Or |g,(/)l, domine ||f]|,, puisque, avec les notations de [24], E,=0
(cela résulte de la supposition que nous avons faite que Af=0 et
fez=f=0).

(iv) Montrons que, pour l<p<2 A5PcLf, Cest-a-dire que
A22()21CIf],, ¥ € 2.

VieD,Vxe X, G(fHx)S G N %G (f)x)' ™2, puisque p2<1,
et Holder donne |%(f)l,, < %,()1721%(f)I,”** Donc |1%,(/)l}?>
Fg (O 1 (NI52 2 (1/C) g (O, 1S 457 dapres le (B) du (i).

Drautre part || g,(f)ll , = (1/C") I f] , (cf. (ii1)), et |Z,(Af)], vaut A27(f)
(cf. (1))

(v) Soit maintenant p tel que 1< p< +x. Comme (7,),., est
analytique sur L7(X, &), t |AT, [, < C IlAf pr ¥1>0.
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D’autre part

a+

. )i rr 5 dt
Af=] AT fdierdonc |4f],<| (14T, f1,~
0 0

Ceci montre que, Vp, 1 < p< +oc, AP c Ll c A"

La proposition 2 du §1 montre que ces inclusions sont, dans le cas ou
pe ]l + [, plus faibles que celles que nous avons précédemment démon-
trées. Cest pourquoi nous ne les énongons que pour p=1 ou + <.

Rappelons que le cas de R” muni du semi-groupe de Poisson montre que
I'énoncé du théoréme de Taibleson est optimal [23].

Nous I’avons dit, il n'est pas nécessaire de supposer ici (7,),,, Sous-
markovien symétrique: il suffit en effet de disposer de I’équivalence des
normes L” de fet g,(f). Ceest le cas par exemple si (7,),, est contractant
sur les L7(X, &), 1 < p< +x, et auto-adjoint sur L3(X, &) [4, 8].

3. PLONGEMENTS LIES A LA DIMENSION ENTRE ESPACES
DE SOBOLEV ET ESPACES DE LIPSCHITZ

Dans ce paragraphe, nous reprenons les hypothéses faites sur (7,),5¢
au §1.

Nous dirons que le semi-groupe (7T,),,, a pour dimension locale d>0
s'il existe C tel que | T, fl,. <Ct “2|f],,¥,0<r< 1, et Vfe2, qu’il a
pour dimension & l'infini D s'il existe C tel que |T,f] . <Ct™ |1,
Vi>1, VfeZ et quil a pour dimension a l'infini +oc si ceci se produit
vD20. Si (T,),,, a pour dimension locale 4, il a aussi pour dimension
locale tous les réels d' = d. 11 a pour dimension locale O si et seulement si
I'espace mesuré (X, ¢) est discret. §'il a pour dimension a linfini D, il a
aussi pour dimension a linfini tous les réels D’ vérifiant 0 < D' D. Un
semi-groupe peut fort bien ne pas avoir de dimensions, ne serait-ce que
parce qu’il peut ne pas étre régularisant.

Nous nous appuierons sur les deux résultats suivants, dis a Varopoulos:

THEOREME A [28]. (T,), 50 a pour dimension locale d si et seulement si
Ya, p vérifiant | < p< +xc et 0<ap <d, 3C tel que

1A, <CUA* SN, +1f1,),  Ye2, ave

SR

1
p

o =

Il suffit en fait que l'inégalité ait lieu pour une valeur des indices pour
qu’elle ait lieu pour les autres.
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THFOREME B [31]. Si(T,),., a pour dimension & l'infini D, alors Ya, p
vérifiant t < p< +oc et 0<ap < D, 3C tel que

: _ !
| flly s COASN,+ 1AL, Ve, avec D

Pour une amélioration du théoréme B, voir [5].

Nous recourrons aussi souvent aux estimations suivantes: si (7,),50 a
pour dimension locale d (resp. pour dimension & l'infini D), si >0 et

q2=p,

LAPT, | L Cr~F - ligd pour 0<r<1

pP—q
(resp. 1=/~ P -141D2 pour 1> 1). Ceci s'obtient, a partir des définitions
des dimensions et de I'analyticité de (7,),.,, par interpolation.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer quatre énoncés de
plongement de Sobolev, suivant que I'on a une dimension locale ou bien
une dimension a l'infini, et que I'on cherche a plonger L? dans un espace
de Lebesgue ou bien un espace de Lipschitz. Par souci de concision, nous
ne détaillerons pas le cas p=1, il suffit de faire intervenir des espaces
Li-faible (cf. [23, 30]).

PrOPOSITION 1. Si (T,),5o a pour dimension locale d, Ya>0 et
l<p< +oz,

ge[p, +x] si apz=d
L? - L**(loc), avec .
ap :| s ap<d
€ s B )
€| P p

et keN* k=a/2.

Preuve. Supposons d’abord 0<2x<2; on écrit [—T =, AT, d1, et
donc, pour g = p,

~1 -
=T fl,<| 14" =T, dr 141,

0

1
gc<j t 1+22 d2tl:p—1'g) df) ”Asz”p

0

Si ap > d, l'intégrale ci-dessus est convergente pour tout ge [ p, + ], et
si ap < d, elle est convergente pour g€ [ p, dp/(d —ap){.
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Enfin, si ¢ =dp/(d— ap) >0, d’aprés le théoréme A,
1/ 1o <SCUA™ 1, + 11,
donc

I =T)f 1, <CUA™ 1, + 1T =T)) fl,)

et comme le raisonnement précédent montré que [((/-T,)f],<
CllA**f|,, on a bien a nouveau ||(I—T,) fll, < C1A**f],.

Nous avons montré le plongement L7 — L%!(loc), donc L? — L%*(loc),
ke N* dans tous les cas annoncés, pour 0 <a<2. On léve cette derniére
restriction en itérant k fois I'opérateur (I — T,) A~*2* avec k > a/2.

Plus précisément, on définit une suite p,, « =0, .., k par p,=p et

1 1 1(11’ l>
—— =—|-—- donc p,=q.
Px Pavi K q

Comme 1/p—1/¢<2/d, on a 1/p,— 1/p,., <a/kd. Donc, d’aprés le cas
0<x<2, on a ([-T,)A¥%*: LroLra 4=0,..,k et finalement
(I—T)FA=>2 Lr 5 L9

COROLLAIRE.  Si (T,),5, @ pour dimension locale d,Vx>0,1 < p< +
et 1<r< +c,

gelpvr, + ] si apzd
LfnL"— LY ou

d
4 ] sioap<d.
d—ap

qe[pvr,

Preuve. Sifel’ T, feL?puisque g > 2. Autrement dit, fe LY ). On
conclut a l'aide du théoréme précédent.

PROPOSITION 2. Si (T,),5o a pour dimension a linfini D, Ya>0 et
l<p< +oc,

D ;
Lr— L), si ap<D et qe|: P +’JCJ
D—ap

Preuve. Nous allons d’abord traiter le cas ¢ > Dp/(D — ap), en raison-
nant par récurrence sur [a/2].
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Supposons tout d’abord que 0 <x < 2,

PRI

T, = AT, dt,

donc

PRI A

(]

UA““nmﬂmjxuﬁm

pe
or
1- 22 X lda2=tl'p—1¢) D2
14" 22T, ., <Ct

et l'intégrale converge dés que

Supposons maintenant la propriété vraie pour [«/2]<k, et soit
k+1<2/2 <k +2. Par intégrations par parties

] [
Z A T, +k' t*A* " 'T, di,  donc
i=1 '

k 1 x .
IT,<Y IAT/H+M' AT S, de

)—1

Or, Vie {1, .k} AT fl.,=1T (AN, <CIA** (Af)],. En effet, si
B2=0/2—i [B2]1<k,0<fip<D donc Dp/(D—ap)=Dp/(D~-fip), et
'hypothése de récurrence s'applique.

Enfin

'.0 £ ’Ic ”Ak4 lT,_/”qd[g(i.*-l fk “Ak+1 -ZZT,‘fli,,_.qd,>X I|A°'2/|',,,
1 41

et comme /* [4* " 22T L < Cr P2 e VO D2 Pintégrale converge
pour g> Dp/(D—ap). Posons maintenant ¢ = Dp/(D —ap). D'aprés le
théoréme B,3C tel que |If1,<CUA**),+fl,) donc |T,f|,<
CUl4**f 1l ,+ IT, f],.), et il reste & constater que | T, /]|, < C [|4¥*f] . ce

qui résulte du cas précédemment traité.

Remarque. Si (T,),,, est de dimension (d, D), avec d<D, et si
neld, D[, la théoric de Hardy-Litlewood Sobolev développéc par
Varopoulos [30] montre que L!— Lé-faible, avec lig=1/p—a/n. Par
interpolation (il faut avoir recours au théoreme de [25, p. 184]. puisqu’on
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part du méme espace), on a donc L. — LY, Yge 1Dp/(D — ap), dp/(d —ap)[.
Ceci est notable, car, dans R”, L) ne se plonge jamais dans un espace L*.

PROPOSITION 3. Si (T,),., a pour dimension locale d, Y, p vérifiant
l<p<+ocetapzd Ll - A, ,,loc), pour f>22.

Preuve. Soit fe 7.

. T -x2 . d?2 § ey
Ay gpplloc)f)= sup /°* 7 AT, |
G 1l
d2p g 3 2
< sup MT i, 17
O<r<1

X lIA/{ 'x'ZTIz\l pep HA;ZIH )
<Cl4* %

1 ,)'
PROPOSITION 4. Si(T,),. a pour dimension a l'infini D, si 1 < p< +x,
si T\o(L"Yc L? et si ap= D,
L= A, p,us(2) pour 1> 22,

Preuve. Analogue a celle de la proposition 3, en remarquant que
SUpP a1 T est fini.

pvor

On peut ici, comme dans [7], se poser la question des réciproques. De
fait, la preuve du théoréme 2 de [7] s’adapte facilement pour donner les:

ProrosITION 3", Si L= A, ,,4loc), pour une valeur des indices
comme ci-dessus, et si T\(L')< L* alors (T,),, a pour dimension locale d.
et

ProposiTiON 4", Si LT — A, 4, 4,(x), pour une valeur des indices
comme ci-dessus, alors (T), .., a pour dimension a Uinfini D.

On peut préciser les plongements des propositions 3 et 4, et accessoire-
ment leur donner une autre preuve, dans le cas ou (7,),,, a deux demi-
dimensions, en utilisant le th¢oréme de Taibleson et un nouvel analogue
d’une proposition classique sur les espaces de Besov [23, p. 161 ]:

PrOPOSITION 5. Si(T,),. est de dimension (d, D),
AL — AL ou 1<p,g< 4+, 22220

el x= (2, %3), " = (2}, 2%) avec x, —dip=2), —dip’ et x;— Dip=25—Dip'.



192 COULHON ET SALOFF-COSTE

La preuve est une adaptation facile de celle du cas classique. On traite
le cas général d # D en procédant comme au §1, proposition 1.

Une version purement locale de la proposition 5 se démontre de fagon
identique. Pour avoir une version “a l'infini,” il semble nécessaire de fairc
en outre une hypothése de dimension locale.

En tout cas, si (7,),,, est de dimension (d, D), L. A" -
(x dpa Dp» dapres le §2 et la proposition précedente.

On peut bien sir utiliser aussi le theoréme de Taibleson et les proposi-
tions 1 a 4 dc cc paragraphc pour obtenir des plongements du type
AL 7”2 L9 on peut aussi les obtenir directement, au moins sous une
forme faible (cf. [6]).

Signalons que la seule hypothése essenticlle sur (7T,),,, dans ce
paragraphe et le suivant, est cclle d’analyticit¢; pour s’en convaincre, voir

{571

A

4, PLONGEMENTS DANS L7

La proposition 1 du §3 indique en particulier que, si (7,),5, a pour
dimension locale d et si ap>=d, L” se plonge dans L“*(loc), pour k
convenable. D’autre part, T,(LY) = L™, Vg > 1, autrement dit LY —» L™(x).
I en résuite:

PropoSITION 1. Si(T,),5q a pour dimension locale d et si ap > d,
L'nLY— L™, Vgz1.
(On peut en fait remplacer L* dans Iénoncé précédent par L', ou
re[pvg, +x].
Comme par ailleurs L2 —» A4, ,, gloc), si ap >d, pour § convenable, on

peut se demander si LN A, ., loc)— L*. Clest bien le cas, comme le
montre la:

PrROPOSITION 2. Si(T)),, a une dimension locale, LY~ A, 4(loc) - L™,
Va>0et g =1, pour > /2 convenable.

Preuve. 11 suffit de remarquer comme ci-dessus que LY — L7 (=), et de
montrer le

LEMME. Vx, 38> a/2 et k€ N* tels que

A7 % (loc) — L7 *(loc),  Vr1.
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Preuve du lemme. Soit fe &,

{
=TI, < o [ AT S L ey

1
0

k=1 ol ~1
<1 (; l4" °T, 1, .,.dz,)x| 1A"T, [, d,
o0 )

Lo v <

avec 1+y(k—1)=4, et 0<y<1. Donc i|(I—T)* [, <C(for*> *drt)
A% 5 (loc)(f).
Il suffit alors de choisir max(2/2, 1)< fi<a/2+ 1 et k> f.

Notons que ce lemme ne fait intervenir aucune hypothése de dimension
sur (T,),,,. La proposition 2 est dailleurs vraic dés que (7)., est
régularisant.

Nous allons maintenant préciser la proposition 1, dans le cas ou (T,), .
a une dimension n. Pour le cas de R”, voir [9].

ProposITION 1'. Si (T,),., est de dimension n, ¥p,q 21, Va vérifiant
ap>n LiALl— L7 et NfeLin L | fIl, <IfE 1A * avec

tg !

_ a—n/p
Ta+a(lig—1ip)

Preuve. Supposons d’abord 0 <« < 2. Soit f € Z. Ecrivons
/: Tl/_ (Trf_/)

=Tf+] AT jds

On a
L SUTAL + [ AT d
<Crf [ A BT, AT ds
SCt="9 [}, +C <|0 s 11x2 a2 ds> A*f) dy,
donc

||f|[ y <Ct n2q ”/“q + C//,l 2tz ap) ||A’2/I| Y > 0.

P
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Or, si a, b, 4, 4> 0,inf,, yat *+bt"=C, a*"" " *® Donc || f] . <
C !|/‘!!Z 1A , % ou 0 a la valeur annoncée. Pour s'affranchir de la
restriction 0 <2< 2 on choisit un entier & > 2,2 et on utilise la formule

P o
/= Z _A T /‘+‘( 1)' l S’A‘ IAkT_‘,V[dS,
1-—-() :

qui s’obtient en intégrant par partics.

Plus généralement, sir=p v g, et si (T,),, est dc dimension n, on peut
exprimer le plongement L2~ LY— L', pour xp>n, par une inégalité
produit.

5. LE THEOREME DE HERZ--BERNSTEIN

On suppose dans ce paragraphe que X est un groupe localement com-
pact unimodulaire et & sa mesure de Haar. L’algébre de Wiener de X peut
étre définic par

+
{Z 0, *x U, 0, ¥, € (X, Z l@alls [W.ll, < +x}

n=1 "

Si X est abélien, A(X) est 'algébre des transformées de Fourier de fonctions
de L(X, &).

Un théoréme de S. Bernstein [2] affirme que si une fonction périodique
réelle de la variable réelle est lipschitzienne d'ordre 1+¢, la séric de ses
coefficients de Fourier est sommable. Cest C. Herz [13] qui a énonceé et
démontré la généralisation de ce théoréme a R": 'espace de Besov classique

AZ3(R") se plonge dans A(R”). Nous allons montrer que la notion de
dimension d’un semi-groupe d’opérateurs permet de donner une version
abstraite de cc théoréme.

Soit (T,), ., un semi-groupe de convolution a droite sur (X, £), de noyau
pr T (x)=(*p)x)=[, p{y 'x)f(y)dy. Supposons (T,),, sous-
markovien symeétrique, autrement dit p, positif, symétrique, d’intégrale
inféricure ou égale a 1.

PROPOSITION.  Si (T,),. o « pour dimensions (d, D), et si | < p<2,

A”‘]

(dp.Dp)

— A(X).

Preuve. D’aprés la proposition 5 du §3, A7} D) = ALt pay, Sp<2 1

suffit donc de traiter lc cas p=2. Fixons k un entier dépassant d/2 et D/2.
Soit f'e 2. En intégrant k — 1 fois par parties I'identité f={, » AT, fdL.
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écrivons  f=c, f5" 8 AT fdi=c [, 18 "A*T, . f % p,ydr. On a
d’autre part

T <l 42 si 0<1<1
Slip[),(.\')X-| /'|l A N ,—I)Z Si 121
et .[0. plx)dx< 1. Donc
| <!l s si O<r<
Pihe s ;P4 si 21,
Donc
) s
/=[. (p[*lpl(lt’
J[]
avec
([),=('ka lAkT,‘,g et l//tzpll’
donc

o 1
; ||q>,|;2||w,nzdr<6<f U ART s S dr
0 Y0

tox.

<C4 (2('/!2. pal )
d’ou le plongement annoncé.

Plus généralement, on peut considérer, si 1 < p < + ¢, les algébres

tox + 7
A/’(X)z{ Z (pn* l//n|<anLp* wnELq’ Z “(plli|/' ||Iwn|-<l< +I}’
n -1 n-1
ou l/p+1jg=1[10].
On obtient alors de la méme fagon la généralisation de [15]:

PROPOSITION.  Si (T,),s o a pour dimensions (d. D), et si 1 <p< +x,
/1(’;111'.1) ,)"’A/,(X) VI'. ] grél)

Remarque. Si on avait travaillé avec un semi-groupe de convolution a
gauche, le plongement précédent aurait cu lieu dans A4 (X).
Dans R”, on retrouve I'énoncé de Herz en utilisant I'équivalence entre les
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différentes définitions des espaces de Besov (cf. [26]). 1l est aussi possible
d'appliquer les propositions précédentes dans le contexte de certains
groupes abétliens totalement discontinus et de retrouver ainsi les résuitats
de [18].

6. PLONGEMENTS DE SOBOLEV DANS LES GROUPES DE LIE

Soit (T,),,, comme au §l; supposons en outre que (7,),., a pour
dimensions (d, D), ou de[0, +x] et De[0, +x] (rappelons que
D = +oc signifie que (T,),, admet tout nombre positif comme dimension
a I'infini). Nous allons, en rassemblant les résultats précédents, énoncer des
théorémes de plongement de L7 dans des sommes et des intersections
d’espaces de Lebesgue ct de Lipschitz, suivant la position de ap par rapport
a d et D. Nous distinguerons quatre cas, selon la situation relative de
det D.

Une telle étude est justifiée par son application a I'analyse sur les groupes
de Lie. Soit en effet G un groupe de Lie réel, connexe, et unimodulaire, de
mesure de Haar dg, et [ X, .., X,} une famille de champs invariants a
gauche sur G vérifiant la condition de Hormander: I'algébre de Lie qu'ils
cngendrent cst 'algébre de Lie de G toute entiére. Soit (T,),,, le semi-
groupe sous-markovien symétrique engendré par le sous-laplacien >, X?
sur L%(G, dg).

Varopoulos a montré [29-31] que (7,), ,, a pour dimensions (d, D), ou
d et D sont reliés a la fonction de croissance du volume sur G pour une
distance, appelée distance du contrdle, associée aux champs (X, .., X, };
d dépend de G ct des champs choisis, D ne dépend que de G.

Nous verrons que chacun des cas abstraits que nous envisageons se
produit pour une certaine classc de groupes de Lie, et des sous-laplaciens
naturels.

11 serait fastidieux d’expliciter les preuves des énoncés qui vont suivre: le
lecteur intéressé saura en combiner les éléments, qui se trouvent aux §1, 3,
et 4. Les plongements des espaces L” que nous allons envisager vaudront
pour 1 <p< 4o, et x>0. Si p=1 et si L” se plonge dans L¥ on inter-
prétera ce dernier comme un espace faibic.

Quant a 'hypothése d’analyticité sur L', elle est vérifiée par (7,},5, 81 G
est a croissance polyndémiale du volume; de toute fagon, on peut raisonner
sur un subordonné de (T,),,,: un tel semi-groupe est toujours analytique
sur L'

. 0<d=D< +x. Pour un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe, cctte situation se présente si et seulement si il est stratifie [29,
p- 4307, et si les champs qui interviennent dans le sous-laplacicn considére
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engendrent la premiére tranche de la stratification. On retrouve alors un
énoncé analogue a celui qui vaut dans R

1o Ay up st ap=d
b Lot = sl ap<d.

Dans RY, L7 se plonge pour ap = d dans une classe exponentielle [27, 17].
Dans [20, 21], L. Saloff-Coste envisage cette situation pour les groupes de
Lie.

2. 0<d<D< +x. Alors (T,),,, est dc dimension n, Vne [d, D].
Cette situation se présente par excmple si G est un groupe nilpotent simple-
ment connexe, non stratifi¢ [29]. On a alors

Az d,/rmAu l)'pzA(z dp.x D.p) S1 ip?D
Dp. (> xp) Kl .
L nA, 4, L si d<ap< D
D
I‘x - 4 .
N L si ap=d
Dp(D xpy<g< t 5
LI)/;;(I) x[r)depf((l xp) Si Otp<(/.

Notons que l'introduction des espaces a deux indices, ou bien des espaces
“locaux” et “a linfini” n’aurait pas été justifiée par I'é¢tude de cc seul cas.
Pour une étude plus précise des cas limites ap =d et ap= D, cf. & nouveau
[21].

3. 0<€d<D= +20. Ceci se produit si ct seulement si G est a
croissance exponenticlle du volume [12, 30]. Ce phénoméne ne dépend que
de G, et non des champs { X, .., X, }, dont le choix influe par contre sur
d. Des exemples de groupes de Lie unimodulaires et a croissance exponen-
tielle du volume sont fournis par les groupes de Lie semi-simples non
compacts, et certains groupes résolubles non nilpotents.

A nouveau, (T,),,, est de dimension n, Vne[d, + x[: il est inutile
d’employer les localisations introduites au §3.

N Lind, ,,—-L" si ap>d
pP<g< =
LP o A st ap=d
x Py b
N LY siap<d.

p<g<dpd ap)

Le plongement de L/, dans L” pour x>0 a lieu si ct seulement si [T, .,
décroit exponentiellement avec 1. Cela équivaut au fait que G soit non
amenable, ct c’cst le cas si G est scmi-simple non compact.
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Rappelons que dans R", contrairement a cc qui se produit ici dans les
cas 2 et 3, les espaces L7 conticnnent toujours des fonctions non bornées.

4. 0<d<D< +x. Ceci peut s¢ produire par exemple si GG est un
groupe de Lie nilpotent connexc non simplement connexe. Dans cc cas,
{T,),»0 n'est de dimension n pour aucun n.

Ax :1,p+Ax-I)/7:Alz -dpox D-py Si 2/)2(1
LI;—’ L!)[’(D 1[1!+ A; by Sl Dgap<d
Ldp td ap) + Ll)p D oap Si xp< D

5. Supposons maintenant seulement que (T,),., a pour dimension
locale d, ct cessons de supposer que (T,),,, n'a pas de point fixe dans
L”(X, &). Cest ce qui se produit si G est un groupe de Lie compact. Les
semi-normes L7 et A, ne sont pas des normes, mais on peut énoncer

AJ (rl'p)mLL Sl 1[)2({

14 ?
LA lL? —F{Ld/’-(d ) stoap<d.

Le cas ap =d cst traité dans [21].
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