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We prove imbedding theorems in the selling of abstract symmetric sub
markovian semi-groups. under some natural dimensional hypothesis. Our results
are sharp and extend classical ones, They involve Lipschitz, Besov. and Sobolev
spaces. as well as Lebesgue spaces. and include a generalization of the
Herz-Bernstein Theorem on the Wiener algebra. They typically apply to function
spaces associated to left invariant sub-laplacians on unimodular Lie groups. thanks
to estimates obtained by Varopoulos. (1991 Academic Press. Inc

[NTRODUCTIO!'."

Soit (T,), '" 0 un semi-groupe fortement continu d'operateurs sous
markoviens symetriques sur L 2(X, n ou (X, 0 est un espace mesure O'-fini.
Selon N. Varopoulos [28-30], un tel semi-groupe est dit de dimension n
s'il existe C tel que

II T,fll ". ~ Ct 11.2 UII" 'VfELI(X, 0. 'Vt>O.

On a alors, si 0 < ':I.p < n et p> 1, ilfl:lIrlll _ ,p) ~ c IIA',2f1'p, 'VrE 9(A'2),
au - A est Ie generateur infinitesimal de (T,)oo [28].

Ce resultat est une version abstraite du theorcme de Sobolev classique
[22; 23, p. 119], selon lequel, dans 1R/, l'espacc de Sobolev L~ se plonge
dans Lq, avec I/q = I/p - a/n, si 0 < ':I.p < n et p> I. Cest alors bien sur Ie
laplacien usuel qui joue Ie role de - A, et Ie semi-groupe de la chaleur sur
'R/, qu'il engendre, est de dimension 11 au sens precedent.
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Notre point de depart a ete la question de savoir si Ie second volet du
theoreme de Sobolev dans 'R", qui affirme que, pour 'Y.p > 11, L~ se plonge
dans I'espace de Lipschitz A, _"I" a lui aussi un analogue en termes de
semi-groupes d'operateurs, La notion appropriee d'espace de Lipschitz est
disponible depuis longtemps [3, 26 J et la demonstration du theoreme de
plongement est tres simple. On la troU\fera au §3. Notons que, pour obtenir
les enonces les plus purs, nous avons choisi de travailler avec des normes
homogenes (par exemple les fonctions de L~ ne sont pas supposees etre a
priori dans L").

Les relations que Taibleson a etablies pour [R" [26, 23 J entre I'echelle
des espaces de Lipschitz et de Besov, d'une part et celie des espaces de
Sobolev, d'autre part, subsistent elles aussi dans Ie cadre abstrait: nous
montrons au §2 que les methodes reposant sur I'utilisation de la fonction
de Littlewood- Paley g s'etendent sans difficulte majeure.

Notre propos n'est pas seulement de generaliser des resultats connus
dans !R": Ie champ naturel d'application du theoreme de plongement
obtenu par Varopoulos, et de ceux que nous obtenons a sa suite, est
constitue par les groupes de Lie unimodulaires, ou la notion de dimension
se dedouble en celles de dimension locale et de dimension a I'infini [29,30].
Nous avons donc ete amenes a considerer, des Ie §I, des semi-groupes a
deux dimensions, et des normes de Besov et de Sobolev capables d'evaluer
separement les comportements locaux et a I'infini des fonctions. Cette idee
est a rapprocher de celie qui consiste a definir, dans IR", des espaces de
Besov et de Sobolev d'ordre variable (ef. par exemple [I J).

Dans Ie §4, on montre que I'intersection d'un espace de Lebesgue d'une
part, d'un espace de Besov, de Lipschitz, ou de Sobolev convenable d'autre
part est contenue dans L f •

Au §5, on considere une situation un peu moins generale: (X, ~) est un
groupe localement compact muni de sa mesure de Haar. On considere
I'analogue A(X) de I'algebre des transformees de Fourier de fonctions de
L I, et I'on montre que si (T,)n () a une dimension, un certain espace de
Besov se plonge dans A (X), ce qui generalise un cnonce dua Bernstein
dans H, et a Herz dans [R" [2, 13].

Enfin, en combinant les resultats des quatre premiers paragraphes, on
obtient au §6 un tableau assez complet des differents plongements de
Sobolev qui se presentent, suivant la situation des dimensions locale et a
I'intini. On situe alors dans ce tableau les grandes classes de groupes de Lie
unimodulaires, sur lesquels on fait agir Ie semi-groupe engendre par un
sous-Iaplacien, et I'on voit apparaitre, dans Ie cas ou les dimensions locale
et a I'infini different, des phenomenes qui ne se produisent pas dans !H".
Certains des problemes traites ici I'avaient deja etc dans Ie cadre des
groupes stratifies (parexemple [11,19, 14J).

Une version resumce de cet article a paru dans [6]. Un point de vue
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Iegerement different y est parfois adopte. II nous arrivera d'autre part de
nous appuyer sur des arguments publies dans [7], ou sont traitees des
questions voisines.

I. ESPACES DE LIPSCHITZ, DE BESOV, ET DE SOBOLEV

ASSOCIES A VI' SEMI-GROUPE D'OPERATEURS

Soit (X, 0 un espace mesure a-fini et (T,),;>o un semi-groupe fortement
continu d'operateurs sous-markoviens symetriques sur L 2(X,O, de
generateur infinitesimal - A.

On sait [24] qu'un tel semi-groupe est analytique borne sur U(X, 0,
pour 1 < p < + 'X.J. Ceci revient a dire que, pour tout t, I'image de T, est
incluse dans g(AI')' ou -A" est Ie gencrateur infinitesimal du semi-groupe
agissant sur U(X, 0 et que HT,llp~p~Cp;t,Ift>O; on deduit c1assique
ment de cette derniere estimation que IIA~T,llp_ p~ Cp.,/t', 1ft> 0, pour
!Y.>O.

Pour pouvoir utiliser ces estimations aussi dans les cas limites p = I et
p = + Xi, il nous arrivera de faire l'hypothese supplementaire que (T,), ~°
est analytique borne sur L'(X, ~). Nous verrons ce qu'il en est de cette
hypothese lorsque nous aborderons les applications de nos resultats.

Soit maintenant 9' = {T,/; avec s > 0 et f mesurable bornee, a support
de mesure finie}: 9 est stable par (T,),;> 0' dense pour la norme du graphe
dans ft'(A p ), et done dans U(X, 0 lui-meme, Ifp, 1~ P < +'X. Enfin, tous
lcs A" cOI'ncident sur 9, et 'J' c !Z'( A'), V~ > O.

Nous supposerons que Ifp, l~p~ +X, IffEU(X,n T'/=f Ift>O
entrainef=O. II en resulte que TJ~O, pourfEU(X,~) avec
1 < p < +:x: et aussi que Iff Eg, 'If = 0 entraine I = o. Ce dernier fait, joint
a l'analyticite de (T,),~o, nous pcrmettra d'affirmer que les semi-normes
que nous considererons sur ?J: seront des normes, et done d'obtenir des
espaces de Banach en completant (j; par rapport aces normes.

Pour traiter des situations compactes, ou ~(X) < +x et done ou les
constantes appartiennent aU(x, (), et sont, dans les exemples, invariantes
par (T,),;> 0' il suffira de raisonner sur (e ;., T,), 30' ce qui revient arajouter
des normes L" aux normes homogenes que nous allons considerer. Les
details seront laisses au lecteur.

a. E.\paces de Sobolel;

Soit C(~O; on sait cIassiquement definir A' (d. [32]). SifE~c9(A'),
on notera L~(f) la semi-norme de Sobolev IIA'/YII". Puisque AI = 0 et
f = q entraine.f = 0, il s'agit d'une norme. L'espace de Banach obtenu en
completant .9 par rapport a cette norme sera lui aussi note L~. eet espace
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est stable par 1'" 'It ~ 0, et, Vfi> 0, ,.1/1/2 realise un isomorphismc entre L~

et L~+II'
Nous aurons par ailleurs a utiliser une decomposition liee a (1'1)u 0 de

la norme L"; definissons les semi-normes U(x) et Uk(loc), OU
l~p~+X! et kEN*, par U(x)(f)=li1'dllp et L".k(loC)(f)=
'1(/- 1',)k I'll" pour IE 9. II est clair que, sous les hypotheses qui ont etc
faites, ce sont des normes. Nous noterons encore If( x) et [p.k(loC) les
cspaces de Banach correspondants. On a bien sur

L".k(loC) n L"( x) = L". VkEN*,VpE[1. +:x:].

b. Espaces de Lipschitz et de Besor

Soit ':1. = (:x I' :):2) un couple de reels positifs, II un reel verifiant fl> :): 1;2
el fl> ':1. 2 /2 (ce qu'on notera fl> :x/2), et soient p et q tels que 1~ P~ +.x.
ct 1~ q ~ +:x:. On definit la semi-norme A~:fi en posant pour( E £I,

l "' dt]"1Ap'l(f)= I (tIl , ,2 11,.1/11' fl )'1-
'.11 '.0 I. I I' I

si q < +:f- et

A~:;(f)= sup III 'L2 11,.1/IT,fli p + sup [II 2,2 11,.1II1'JIip-
0<, < I '> I

Sirx =a AM est bien sur equivalcnte a [J+' (t li 'L.·21IAII1'j·11 )'1 dIll] 1/'1
, 2' '.Ii. 0 I. I' /

ou SUPI>O Iii '1
2 IIAft1'Jll p , suivant que q cst fini ou non. Le premier

terme de A ~J sera note A ~J( loc), et Ie second A~J( x ).
Comme, pour IE Q, AI = 0 entratne I = 0 et I ~ 1',f est analytiquc

n~elle, A~:X, A~:%(1oe) et A~:%(x) sont des normes pour toutes les valeurs
admissibles des indices. Nous noterons encore A1"'1, A M(loe) et AI'· '1( X ),.II ,.ft 2.1i
les espaces de Banach correspondants, que nous appellerons espaees de
Besov, espaees de Besov loeaux, cspaees de Besov a l'infini. L'espaee A:' ,
sera aussi note A" et appele cspace de Lipschitz (de meme pour ses
versions locale et a l'inlini). Toute cette tcrminologie est justifiee par
[26,23,3]. Les espaces consideres sont to us stables par (1'I)I~f)'

L'cnoncc qui suit jouera un role essentiel. en nous permettant de
disposer de l'indice fi.

PROPOSITION 1. Sf ':1./2 < Ii e/ :x/2 < {1', A ~.~ el A ~:~ son! des normes
l;quivalenles.
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Preuve. Supposons que fi<fJ',q< +x, et soitfEQ. Comme (T,)t>-O
est analytique,

IIA Ii'T f'll = IIAIi' li1' APT f'l C II Ii' IAliT fll
I. I' / 2 / 2. . I' ~ t /·2. I'

ct

d'autre part

avecK=sup u(" '~12 On obtient done AI'·"(f·):<C"AI'·"(() Lccas
• Ii r r I 2. I]. ,. fI'. --- '.11.'

q = +x est analogue.
Compte-tenu de cette premiere etape, il nous sumt, dans I'autre sens, de

montrer que si ~/2 < fl, A ~:ft est domine par A~:ft I I' Or, si f E !Y, AIITJ =
L+ ". AII + I TJds, au sens de I'integration dans U(X, ncar
IIAPT,FII"~H.I 0 par analyticite. Done IIAIITJIII'~f;' ,. IIAII+1TJIII'd.I,
et I'inegalite de Hardy [23, p. 272], convcnablement adaptee pour couvrir
Ie cas general :x I =I :x 2' prouve que

du moins si q < +x.

Si q = +x, posons M = A~:X.lf); alors IAII + I TJ'II'~ Ms' I Ih 12,

done IIAIITJ,II'~ML' x .1'.1 11,'2ds, et A~J(f)~CM.
Don~navant, comme nous considererons les normes a une equivalence

pres, nous supprimerons I'indice fi dans la notation A ~:'/t, et nous choisirons
Iibrement un reel depassant :x I /2 ct :x 2 /2 dans I'ccriturc de I'cxpression
correspondante. Notons que cette manceuvre n'est pas possible pour les
espaces A~; ':13( loc) et A~;"II( 'l) ).

COROI.I.AIRE. VfJ > 0, A 112 realise un isomorphisme entre A ~.: II et A ~"I.

(Si:x = (:x l' :X2), :x + fi denote bien sur Ie couple (:x 1 + fi, :x 2 + 1m·
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PreUL'e. Nous la redigeons ici dans Ie cas ou ~, =~2 =~. Le cas general
se traite de la meme fal;on. Definissons sur 9 une norme A par

A(l) s'ecrit

ou bien encore

dtl' "(t' ,21IA;+/12 T {I )"- .
I. P t avec

~-,>
f 2

[
. .- ~ dIll."I (t,-t-fi2 IX-/i)21IA,+/12 T (II )"- .

'0 I. P (

Autrement dit, die est equivalente a A ~.~/II' ce qu'il fallait prouver.
II est facile de voir qu'on peut definir sur ;;) un operateur A f/ 2

, ce qui
complete la preuve.

La preuve de la proposition suivante est adaptee de celie du cas c1assique
[23 ].

PROPOSlTIOJ>,; 2. Les families d'espaces A ~." et A ~;:/{(1oc) sont croissantes
en q.

Preuve. Soit( E 9; posons ,1 = A~:"II(1oC)(f).

.,.to

I tIll "2),, 'l'A/ITj'I"dt~A"tip -....;:;: •
•: to·2

Dc plus la fonction tl---+ IIAI'TJII~ est decroissante puisque (Tr)r~o con
tracte U( X. ~).

Done

f
ro

IIAI'T (II" tlll-,,·21"-'dt~A"
II). 'P ~

"10 :!

soit

"Ito, 0 < to < I

autrement dit
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d'ou I'on deduit par Holder

[A~;~/I(loc)(f)Y~ [A~;.f/l(1oC)(f)J' 'I [A~;:/i(lOC)(f)J'1

~_1_ [AI·.q (Ioc)(f')]' si r~(l.-....;:: Cr (/ 'XI, If .

S'agissant de A ~.q on prouve de la mcme fa90n que

Vt,O<t<l,

et

"It> 2,

et on termine en remarquant que

sup t/i - ,~: IIAflTJl1 P~ C' IIA/ITdl P~ C'A~;.Y/J(1oc)(f).
'e [I. 2J

Nous allons maintenant voir que les espaces que nous venons d'intro
duire (ou 'l est un couple) s'expriment commc sommc ou intersection des
espaces de Besov habituellement considercs (ou ::t est un recl). Ceci nous
permettra d'exprimer nos rcsultats en termes plus c1airs, mais nous les
obtiendrons en utilisant I'expression initiale de A ~.q it I'aide de A ~;qll(loc) et

A~;:lli( r:f.J).

PROPOSITION 3. SOil 'l = ('l" 1:).

{
AP.'! n A"',!

AP''! = ~, ,~

, AP''!+AP,(I
::q X?

(on ecril par exemple A~;(I pour A;';;I." I)'

si (1, ~:x:

.I'i:X 1 ~ ct.:

Preuve, II cst clair que, si ): ~ 'Yo' < 2{1, A~J(loc):::J A~:~(loc) et
A ~J(.:x, ) c A ~:.~kXJ), Done, si 'Yo, ~ 'l:,

(ou I'on choisit f/>'l1/2)

Le cas ::t, ~ 'l: rcsultera du fait qu'alors A ~;(I et A ~;'! sont indus dans A':.(1
et du:
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LEMME. Soit:x > 0 et f E 9; alors

IX3

tel que

PrCUl:e du Lemme. Supposons que f E A ~:/I(loc). 11 est clair que
f - TJ E A ~:/I(loc). Reste a montrer que f - TJ E A ~:/I( x). Si q < +,x"

I'·f, (til '"dAIIT(l-Tlll )"~
• ) ,r), p I

ou 0 < i' < IJ + 1,

~ C ( r. /, 1'" II
'I

~ C' ( f+" (',1/1
• 1

," ;oj Idt)((IIA lj
,) :TJ11pdS)"

"(l

," ; J ) dt )(.C .\' II I I ; I ,2 dS)".

La derniere incgalite provient du fait que f E A ~"'(loc) c A~'" (loc) d'aprcs
la proposition 2. Entin, si ron choisit i' tel que [1- :x!2 < I"~ les deux
integrales convergent.

La preuve est similairc si q = + 7~.

Supposons maintcnant que f E A ~:/I( x'). Si q < +x,

(' t ".I.

=1
·1

~J
)

si Ii est assez grand pour que (f/ - :x/2 I q - 1 soit positif.
Le cas q = +x ne presentc pas plus de difficulte.
Notons au passage que Ie meme calcul montre T) f E A ~,q => 3// >:x tel

que f E A ~J( x.. I.



184 COULHOr-; ET SALOFF-COSTE

L'hypothese "(Tr)r;;,o sous-markovien symetrique," que nous avons faite
pour des raisons de commodite et en vue des applications, est inutile pour
definir des espaces de Lipschitz et de Sobolev lies it un semi-groupe
d'operateurs: analytique borne sur tous les U suffit. On pourrait meme
s'afTranchir de cette hypothese en rempla~ant AkTr par (Id - Ty (d. [3]),
mais elle nous sera utile dans la suite.

2. LE THEOREME DE T AIBLESON

Les resultats que nous allons presenter dans ce paragraphe sont inde
pendants de toute hypothese de dimension sur (TrL;;,o. Nous supposerons
sirnplement que (T,L;;,o est sous-markovien symetrique sur L 2(X, ~), mais
nous verrons tout a l'heure que cette hypothese peut etre afTaiblie.

Nous n'avons pas cru bon d'expliciter Ie cas general des espaces de Besov
A ~.q, ou IX est un couple. II peut etre deduit de l'enonce qui suit a l'aide de
la proposition 3 du §l.

La preuve que nous presentons est l'adaptation a un cadre abstrait de
celle de Stein pour IR n [23]. Nous la donnons toutefois in extenso, faute de
pouvoir isoler \es modifications necessaires.

THEOREME. Soil IX ~ 0,

si 1< p < +00

el

si p==lou+oc.

Preuve. EI1e repose sur l'utilisation des fonctions de Littlewood-Paley

et

[f + xc dlJ Ii'
~§p(f)(x) == 0 (I IATJ(x)1V f SI 1~ P < +ec

~>jf)(xl == sup I IATJ(xll.
r> 0

Comme on a prouve au §l que les operateurs A/li 2 decalent aussi bien
l'echelle des espaces de Besov que celle des espaces de Sobolev, il suffit de
considerer Ie cas IX == 2.

(i) Montrons que, SI 2~p< +XJ,L';cA~'P, autrement dit
A~,p(n~C IIAfl p• VfEr:z.
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On a

'l~p(A!)'p=[L(tf. tP 1 IA2TJ(X)IPdt)d~(X)rp

=(1" tP 1 IIA2TJI~dt)IP =Aj·PU).
-0

D'autre part, comme p ? 2,

et Holder donne

Reste a montrer que

(~) 11~2UJllp~C lilil p

un 11~;(:cnll P ~ C II! IP'

Posons

On sait [24,16] que, eomme (T,l,,,o est sous-markovien symetrique,

IRS

VkEN* et Vp, I <p< +x.

Or ~2(.fl = glUl, done (~) est demontrc. D'autre part, J:l s2A 2TJds =
- t2AT,! + 2 J~ sAT,!ds,.r E 9. Done

1 .. I 2 ,.,
t IATJ(xll ~-I s2IA 2T,I(x)! ds+-I .I' IATJ(xll ds

t <0 t 00

1«' )1.2(" )12~- I sds 1.1'1 IA 2TJ(xW ds
t <0 0

2(f' )1'2(f' )12+{ 00 sds oS IATJ(xI1
2

ds

et
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Ceei demontre (lJ).

(ii) Montrons que, pour 1< P~ 2, Lj C Aj·2. Pour lEg,

Ai·2(f)=(r~ IIIA 2TJII;dl)'2

= [(L'"t· [L IA 2TJ(xW d~(x)J 1dlyrl
p
,

Done

2ou r =- ~ 1.
p

Ai· 2(f) ~ [L (( 'f IA 2TJ(x)lPr t dt)' rd~(X)rp

=[r (1+'" IIA 2T'/(XWdt)P2 d~(X)l):P
• x '0

= Ilg)(Aflllp~K lAlliI"

(iii) Montronsque,pour2~p< +oc,Ai·2cLj. PouriEfi,

,lg)(Aflllp = [[L (t' 'l. IIA 2TJ(x)1 2d1r2 d~(X)rpr2

~[('£ t[LIA2TJ(X)lpd~(X)rpdll2 car

= (( 'x tIA 2TJI; dt),2 = Aj,2(f).

Or ilgl(f)llp domine III II 1" puisque, avec les notations de [24], £0=0
(cela resulte de la supposition que nous avons faite que AI= 0 et
IE f} => I = 0).

(iv) Montrons que, pour I < P ~ 2, A j' I' eLi, c'est-a-dire que
Ai' P(f) ~ I/C lilliI" VI E'!i:,

VIEfl, VXEX, '§2(f)(X)~'§p(f)(X)p,2X~§x(f)(X)1 1'2, puisque p12~ I,
et Holder donne 11'9'2(fHp~ II'9'p(f)II~/211'9'x(f)ll~-P!2,Done II'9'p(f)II~i2~

I'gl(f)ll p II '9'"",(f) II ~!2 1 ~ (I/C) Ilgl(f)11 I' IIII~!2 1 d'apres Ie (fJ) du (i),
D'autre part Ilgl(f)llp~(I/C')Ul p (cr. (iii)), et lI~p(Aflllp vaut Aj'P(f)

(cf. (i)),

(v) Soit maintenant p tel que I ~p~ +X. Comme (T,),,,,,o est
analytique sur U(X, 0, IIIA2TJI[p~ellA/II,,, "11>0,
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D'autre part

187

... +-1

Af= J
o

Ceci montre que, Vp, I ~ p ~ + X, A~·I C L~ c A~' f..

La proposition 2 du §I montre que ces inclusions sont, dans Ie cas ou
p E ] I, + x [, plus faibles que celles que nous avons precedemment demon
trees. C'est pourquoi nous ne les enonc;ons que pour p = 1 ou +x.

Rappelons que Ie cas de IRn muni du semi-groupe de Poisson montre que
I'enonce du theoreme de Taibleson est optimal [23].

Nous I'avons dit, il n'est pas necessaire de supposer ici (T,),~o sous
markovien symetrique: il suffit en elTet de disposer de I'equivalence des
normes L" defet gl(f). C'est Ie cas par exemple si (T()r~o est contractant
sur les L"(X, ~), 1~ p ~ +x, et auto-adjoint sur L2(X, ¢) [4,8].

3. PLONGEMENTS LIES A LA DIMENSION ENTRE f-:5PACES

DE SOBOLEV ET ESPACES DE LIpSCHITZ

Dans ce paragraphe, nous reprenons les hypotheses faites sur (T( lr ~ 0

au §1.
Nous dirons que Ie semi-groupe (T, lr ~ 0 a pour dimension locale d';;3 0

s'il existe C tel que II TJI, x ~ Ct d/2 Ilflll, Vt, 0 < t < I, et Vf E:2, qu'il a
pour dimension a I'infini D s'il existe C tel que II TJI: x ~ Ct - D/2 Ilflll'
Vt> I, Vf E.C?l et qu'il a pour dimension a I'infini +x' si ceci se produit
VD ';;3 O. Si (Tr )(~o a pour dimension locale d, il a aussi pour dimension
locale tous les reels ti' ';;3 d. II a pour dimension locale 0 si et seulement si
I'espace mesure (X, ~) est discret. S'il a pour dimension a I'infini D, il a
aussi pour dimension a I'infini tous les reels D' verifiant 0 ~ D' ~ D. Un
semi-groupe peut fort bien ne pas avoir de dimensions, ne serait-ce que
parce qu'il peut ne pas etre regularisant.

Nous nous appuierons sur les deux resultats suivants, dus aVaropoulos:

THEOREME A [28]. (T(), ~ 0 a pour dimension locale d si et seulement si
V:x, p veri{iant I < P < + XJ et 0 < et.p < d, 3C tel que

avec

II suffit en fait que I'inegalite ait lieu pour une valeur des indices pour
qu'elle ait lieu pour les autres.
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THEOREME B [31]. Si (T,),;. 0 a pour dimension a l'infini D, alors V''X, p
verifiant 1< P < +x et 0 < 'Xp < D, 3C tel que

IIll q::::; C(!'A,2/111' + Ilfll,), V{E 9, ar:ec
1 I :x
-=--
q p D

Pour une amelioration du theoreme B, voir [5].

Nous recourrons aussi souvent aux estimations suivantes: si (T, L;. 0 a
pour dimension locale d (resp. pour dimension a I'infini D), si P> 0 et
q~p,

pour 0 < t < 1

(resp. t- fl -(lp-IQIf)/2 pour t> 1). Ceci s'obtient, a partir des definitions
des dimensions et de I'analyticite de (T,),;'Q' par interpolation.

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer quatre cnonces de
plongement de Sobolev, suivant que I'on a une dimension locale ou bien
une dimension a I'infini, et que I'on cherche a plonger L~ dans un espace
de Lebesgue ou bien un espace de Lipschitz. Par souci de concision, nous
ne detaillerons pas Ie cas p = 1, il sumt de faire intervenir des espaces
U-faible (ef. [23,30]).

PROPOSITIO~ 1. Si (T, L;. 0 a pour dimension locale d, V'X > 0 et
l<p<+cx::,

{

qE [p, + x]

avec l"" dp ]
qE P'd-- 'Xp

si ':J.P ~ d

si ':J.P < d,

et kEN*,k?;':J./2.

Preuve. Supposons d'abord 0 < 'X::::; 2; on ecrit 1- T, = gAT, dt, et
donc, pour q ~ p,

.1

11(1- Td/ll q ::::; j IIA' '2T, 111'~q dt IIA,2/11p
o

Si ':J.P ~ d, I'integrale ci-dessus cst convergentc pour tout q E [p, + "x;], et
si ap < d, elle est convergente pour q E [p, dp/(d - 'Xp )[.
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Enfin, si q=dp/(d-'Y..p»O, d'apres Ie theoreme A,

done
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et comme Ie raisonnemcnt precedent montre que 11(1- Tdfllp~
CIIA~2fllp, on a bien anouveau 11(1- Tdfllq~CiIA12fllp.

Nous avons montre Ie plongement L~ ~ U· 1(1oc), done L~ ~ U· k (1oc),
kEN *, dans tous les cas annonces, pour °< 'Y.. ~ 2. On leve cette derniere
restriction en iterant k fois l'operateur (1- T 1) A - {1/2)k, avec k ~ a/2.

Plus precisement, on definit une suite p~, a = 0, 00" k par Po = P et

done Pk = q.

Comme 1/P - I/q ~ 'Y../d, on a I/p~ - I/p~ + I ~ 'Y../kd. Done, d'apres Ie cas
0<r:x~2, on a (I-T1)A- 1

'
2k

: LP'~LP"', a=O,oo.,k, et finalement
(1- T1)k A -1/2: LP ~ U.

COROLLAIRE. Si (T,),;> 0 a pour dimension locale d, "h > 0, I < P < +x'
et I ~r~ +x,

.{q E [p V r, + ex:> ]

ou

q E [p V r, d dp ]
-r:xp

si ap ~ d

si 'Y..p < d.

Preuve. Si.r E L', T) fEU puisque q ~ 2. Autrement dit, f E L q( oc). On
conclut a I'aide du theoreme precedent.

PROPOSITION 2. Si (T,),;>o a pour dimension a l'infini D, \fa>O et
I<p<+x,

si ap<D et qE[~' +xJ.
D-r:xp

Preuve. Nous allons d'abord traiter Ie cas q> Dp/(D - ap), en raison
nant par recurrence sur [a/2].
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Supposons tout d'abord que 0 < ,y' < 2,

"'; "'
T I = I AT/dr,

• 1

donc

or

1'1 ~ 2-111'-1'"'11 D:2

done

et l'integrale converge des que

Supposons maintenant la propriete vraie pour [aI2] ~ k, et soit
k + 1~ !Y./2 < k + 2. Par integrations par parties

k I, 1·1/
T) = i~1 i!A'T1 + k~ J

1
rkA

k
liT/dr,

k I. 1 " f ,

·1 Tift! ~ 1~1 i! IA'TJII" + k! J
1

rk
!iAk;.1 TJII,! dr.

Or, ViE{L ...,k}.IIA'TJI,,,=IITI(A~nll,,~CIIA~2 '(A1}l p' En effet, SI

p!2=a!2-i, [P!2]~k,0<Pp<D donc Dp!(D-y.p)~Dp!(D-fjp), et
l'hypothese de recurrence s'applique.

Enfin

I,I f. rk IIA"" IT f'll dr,;:, (I' + f rk IIA"" I -. 2T (I' dr) x II' A""2f"1
t " ......;:: 1. "" _q . I: p'

'I 'I

etcommetk l'A k + I -. 2TII ,;:,Ct 1t>2 III' 1,"'!ID,2l'integraleconverge
I I p-q -....:::. ,

pour q> Dp!(D - y.p). Posons main tenant q = Dp!(D - y.p). D'aprcs Ie
theoreme B,3C tel que Ilf'lq~C(IIA'~l!lr,+IJ!ly), done IITJllp~

C( IIAd(l! p + ,I TIfL.), et il reste aconstater que II TJII, ~ C IIA x2lli P' ce
qui resulte du cas precedemment traite.

Remarque. Si (TIlt ;, () est de dimension (d, D), avec d < D, et si
n E ]d, D[, la thcorie de Hardy-Littlewood Sobolev developpce par
Varopoulos [30] montre que L~ -+ L"-faible, avec liq = ljp - y./n. Par
interpolation (il faut avoir recours au theorcme de [25, p. 184]. puisqu'on
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part du meme espace), on a done L~ ---> L'I, VqE ]Dpi(D - 1.p), dp/(d- !Y.p)[.

Ceci est notable, car, dans 'R", L~ ne sc plonge jamais dans un cspace C'.

PROPOSITIO"l 3. Si (1',),;, () a pour dimension locale d, V':I., P 1'£;nfi"anf
1~ p ~ +'Y:' et ':I.p;;::: d, L~ ~ ,1, d p/I(lOC), pour [/ > ':1..2.

Prell!'£'. Soit IE f/.

A,. dp./J(locHI) = sup f/J-,2.dcrIA/IT,!y
() ... ' ...._1

I 4/1 "CT' \\A"c/'lx ,. ,21 p ~ p .·1 I'

PROPOSITION 4. Si (1',),;;, 0 a pour dimension a /'in/ini D, si 1~ p ~ + x,
si T, 2(L!') eLf. ef si ':I.p;;::: D,

pour [J> '1./2.

Preuve. Analogue a celie de la proposition 3, en remarquant que
sup, 2<,< 1 ('/21' IiT,III"'f. cst lini.

On peut ici, comme dans [7], se poser la question des reciproques. Dc
fait, la preuve du thcoreme 2 de [7] s'adapte facilement pour donner les:

PROPOSITIO~ Y. Si L~ ---> A, d"./I(lOC), pour une valeur des indices
cOnlme ci-dessus, ef si T, (L' ) eLY' alors (T,), <0 0 a pour dimension locale d.

et

PROPOSJTIO~ 4'. Si L~ ---> /1, /J r./A x), pour une valeur des indices
comme ci-dessus, alors UJ,? () a pour dimension aI'infini D.

On peut preciser les plongements des propositions 3 et 4, et accessoire
ment leur donner une autre preuve, dans Ie cas ou (T,), '" 0 a deux demi
dimensions, en utilisant Ie thcoreme de Taibleson et un nouvel analogue
d'une proposition c1assique sur les espaces de Besov [23, p. 161]:

PROPOSITION 5. Si (T,),;:o est de dimension (d, D),

ou 1~ p, q ~ +:YJ, :x ;;::: :x' ;;::: 0
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La preuve est une adaptation facile de celie du cas classique. On traite
Ie cas general d #- Den procedant comme au §1, proposition 1.

Une version purement locale de la proposition 5 se demontre de fa~on

identique. Pour avoir une version "a l'infini," il semble necessaire de faire
en outre une hypothese de dimension locale.

En tout cas, si (T')'~'ll cst de dimension (d, D), L~ --> A~'" -->

,1(, dl'." DI'I' d'apres Ie §2 et la proposition precedente.
On peut bien sur utiliser aussi Ie thcoreme de Taibleson et les proposi

tions 1 a 4 de cc paragraphc pour obtenir des plongements du type
A ~.I' " 2 --> L 'I; on peut aussi les obtenir directement, au moins sous une
forme faible (cr. [6]).

Signalons que la seule hypothese essentielle sur (T,),;?o dans ce
paragraphe et Ie suivant, est celie d'analyticitc; pour s'en convaincre, voir
[5, 7].

4. PLONGEME:"TS DANS L f

La proposition 1 du §3 indique en particulier que, si (T,),;?o a pour
dimension locale d et si ':I.p?: d, L~ se plonge dans L I.k(loC), pour k
convenable. D'autre part, TdU)cL''-, Vq?: I, autrement dit U-->L''-(x.·).
II en resulte:

PROPOSITIO:-l 1. Si (T{),;? 0 a pour dimension locale d el si 'Xp ?: d,

L~ (\ L 4 --> L' , Vq?: 1.

(On peut en fait remplacer L ~ dans I'enoncc precedent par L', ou
rE [p v q, +x.].

Comme par ailleurs L~ --> A, d P.fi(loC), si 'Y.p > d, pour {J convenable, on
peut se demander si U (\ A~ dp./IOOC) -+ LX. C'est bien Ie cas, comme Ie
montre la:

PROPOSITION 2. Si (T,),;? 0 a une dimension locale, U (\ A ,./IOOC) -+ L:t: ,
\1':1. > 0 el q?: 1, pour fi> ':1.12 convenable.

Preuve. II suffit de remarquer comme ci-dessus que U --> L' (x~), et de
montrer Ie

LEMME. \1':1., 3{J > al2 el k E ~ * leis que

A :.~ (lac) --> Lrk(loc), Vr?: 1.
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PreUL'e du lemme, Soit f E f'.i,

.. , rI

11(l-Tdklllr~I'" I;AkT,+ .,j'tdt,···dt,
'0 '·0

~/fI.1(jl IIA I :TJr. r dt,) x j"' :!AIIT"nr dt k
I - I • 0 • 0
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avec 1 + }'(k - 1) = fl, et 0 < " < 1. Done 11(1- Tdk.nr ~ qn t,2 - II dl)

A::; (1oc)(f).
II suffit alors de choisir max( ~/2, 1) < {1 < ~/2 + 1 et k > fl.

Notons que ce Iemme ne fait intervenir aucune hypothese de dimension
sur (T,L"o. La proposition 2 est d'ailleurs vraie des que (T,L>-o est
regularisant.

Nous allons maintenant prcciser la proposition 1, dans Ie cas au (T,),,, 0

a une dimension n. Pour Ie cas de H", voir [9].

PROPOSITIOS 1'. Si (T,)""o est de dimension n, Vp,q~ 1, Vtl. !Jerifrant
~p>n L"nLq--->!" etVr~U'nL" If·ll. ~llf·I;{)!IA'·2f·II'1.{l al'(,c• ox .,I,.:x. . f -....;;;: . I'/! . II •

0= a - n!p
:x + 11(1 iq - 1;p)

Preur;e. Supposons d'abord 0 < (X ~ 2. Soit fE 9:. Ecrivons

I= TJ- (TJ-f)

= TJ+ f' ATJds.
'0

On a

IIIII 'l ~ !I TJI". + 1/ IIATJ'I , ds
'0

~ ,
~Ct "2/'11/ 11,,+ I lA' '2T,lI p 'f IA,2n"ds

'0

~Ct-"2qu"l',,+c(r's , .. ,'2 " 2" dS) 'lA' 2111 r d.l',
'0

done

11/'/, ~ Ct ,,2q IIIll q + C"t l 21' "1'1 IIA,2!'il,,, Vt > O.
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Or, si a, b, ;., II > 0, inC>o at / + bt l'= C;."aJ'(;-I')b;··(; +11). Done Ilfll,,, ~
C II n (/ il A,2ll 1 - (/, OU 0 a la valeur annoncce. Pour s'affranchir de la

'. . q ."
restriction °< 1. ~ 2 on choisit un entier k ?: 1./2 et on utilise la formule

, 1 tI. I .-1

f= I -:tA'TJ+(k_I),J s' 'A'TJds,
I~. 0 1. . 0

qui s'obtient en integrant par parties.

Plus gcneralement, si r?: p v q, et si (TI),;.o est de dimension n, on peut
exprimer Ie plongement L~ n L q ~ L', pour 1.p > n, par une inegalite
produit.

5. LF THEORE\1E DE HERZ·-BERNSTEIN

On suppose dans ce paragraphe que X est un groupe localement com
pact unimodulaire et ¢ sa mesure de Haar. L'algebre de Wiener de X peut
etre definie par

A(X)={I" CPII*l/J"I<pII,l/J"Ee(X,~),I 11<p,,11 2 ;1l/J,,112< +x>}.
n=1 /1 I

Si X est abelien, A(X) est I'algebre des transformees de Fourier de fonctions
de L1(X, O.

Un theoreme de S. Bernstein [2] affirme que si une fonction periodique
n::elle de la variable rcelle est Iipschitzienne d'ordre ~ + c, la serie de ses
coefficients de Fourier est sommable. C'est C. Herz [13] qui a cnonce et
dcmontre la generalisation de ce theorcme a IRII: I'espace de Besov c1assique
A;':~(IR") se plonge dans A(IR"). Nous allons montrer que la notion de
dimension d'un semi-groupe d'operateurs permet de donner une version
abstraite de ce theoreme.

Soit (TIlt;. 0 un semi-groupe de convolution adroite sur (X, ~), de noyau
PI: TJ(x) = (f * p,)(x) = L PIer Ix)f(y) dy. Supposons (TI)I;'o sous
markovien symetrique, autrement dit PI positif, symetrique, d'integrale
inferieure ou egale a I.

PROPOSITIO!'. Si (T,lt:?o a pour dimensions (d, D), et si I ~p~2,

Ai)"./J "I ~ A(X).

Preuve. D'apres la proposition 5 du §3, A;';/".DI') ~ A7;/2.D/21' si p ~ 2. II
suffit done de traiter Ie cas p = 2. Fixons k un entier depassant d/2 et Dj2.

Soit fEY. En intcgrant k - I fois par parties I'identite f = So't. A TJdt.
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ecnvons f=cdt'l k lAkTJdl=cd;-' I k lAkTI"f*PI"dl. On a
d'autre part

et Sc, PI(X) dx ~ I. Done

51 0 < t < I

SI I ~ I

{

<14

IIPII12~C ; lJ4

Done

si 0 < I < I

SI I ~ I.

f = r-If <PI * r/J I til.
"0

avec

done

et r/JI= PI 2.

d'ou Ie plongement annonce.

Plus generalement, on peut considerer, si I < P < + y~, les algebres

Ap(X)={I' <fJ1I*r/JIII<fJIIEU,r/JIIEL", I 11<fJllilp1ir/J1I 1,,,< +x.},
n - 1 " - I

ou I/p+ I/q= I [10].
On obtient alors de la meme fa<;on la generalisation de [15]:

PROPOSITION. Si (T I ) I? 0 a pour dimensions (d. D), el si I < P < +:x.

Vr. I ~ r~ p.

Remarque. Si on avait travaillc avec un semi-groupe de convolution it
gauche, Ie plongement precedent aurait eu lieu dans A)X).

Dans [RII, on retrouve I'enoncc de Herz en utilisant I'equivalenee entre les
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differentes definitions des espaccs de Besov (cr. [26]). II est aussi possible
d'appliquer les propositions precedentes dans Ie contexte de certains
groupes abeliens totalement discontinus et de retrouver ainsi les resultats
de [18].

6. PL()~GEME!'<TS DE SOBOI.EV DANS LES <iROUPES DE LIE

Soit (T,),;> 0 comme au ~ I; supposons en outre que (T,),;> II a pour
dimensions (d, D), OU dE [0, + x] et DE [0, +x] (rappelons que
D = + a:: signifie que (T')I;> 0 admet tout nombre positif comme dimension
a I'infini). Nous allons, en rassemblant les resultats precedents, enoncer des
theoremes de plongement de L~ dans des sommes et des intersections
d'espaces de Lebesgue et de Lipschitz, suivant la position de rxp par rapport
a d et D. Nous distinguerons quatre cas, selon la situation relative de
d et D.

Une telle etude est justifiee par son application aI'analyse sur les groupes
de Lie. Soit en effet G un groupe de Lie reel, connexe, et unimodulaire. de
mesure de Haar dg, et {XI' .... Xk } une famille de champs invariants a
gauche sur G verifiant la condition de Hormander: I'algebre de Lie qu'ils
engendrent est I'algcbre de Lie de G toute entiere. Soit (T, L;> 0 Ie semi
groupe sous-markovien symetrique engendre par Ie sous-Iaplacien L~_ I X 7
sur L 2(G, dg).

Varopoulos a montre [29-31] que (T,k~o a pour dimensions (d. D), ou
d et D sont relies a la fonction de croissance du volume sur G pour une
distance, appelee distance du contrale, associee aux champs {XI' .... X k };

d depend de G ct des champs choisis, D ne depend que de G.
Nous verrons que chacun des cas abstraits que nous envisageons se

produit pour une certaine c1asse de groupes de Lie, et des sous-Iaplaciens
naturels.

II serait fastidieux d'expliciter les preuves des enonces qui vont suivre: Ie
lecteur interesse saura en combiner les elements, qui se trouvent aux §I, 3,
et 4. Les plongements des espaces L~ que nous allons envisager vaudront
pour I < p < +x, et rx;;>- O. Si p = 1 et si L~ se plonge dans L ", on inter
pretera ce dernier comme un espace faible.

Quant a I'hypothese d'analyticite sur L I. elle est verifiee par (T,),;" II si G
est a croissance polynamiale du volume; de toute fa~on, on peut raisonner
sur un subordonne de (T, L~ 0: un tel semi-groupe est toujours analytique
sur L I

•

1. 0 ~ d = D < +x. Pour un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe, cctte situation sc presente si et seulement si il est stratifie [29,
p. 430]. et si les champs qui interviennent dans Ie sous-Iaplacicn considere
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engendrent la premiere tranche de la stratification. On retrouve alors un
enonce analogue it celui qui vaut dans IR":

LP {A, "I'
:t ........ Lell'lt! ':1pl

SI 'Xp ~ d

Sl 'Y.p< d.

Dans [R", L~ se plonge pour 'Y.p = d dans une c1asse exponentielle [27, 17].
Dans [20,21 J, L. SalofT-Coste envisage cette situation pour les groupes de
Lie.

2. 0 ~ d < D < + x'. Alors (TIll;' () est de dimension 11, VilE Cd, D].
Cette situation se presente par exempIe si G est un groupe nilpotent simple
ment connexe, non stratifie [29]. On a alors

A, ".,,11 A, f)p = A(, d p.I f)." I SI 'Xp ~ D.

L Dp, (I) '1') 11 A, ",,-->L" SI d< 'Xp < D
[I'-, --> n L" 'Y.p=dSI

Dpi/) 'Xp)~,,< I f

L /)1' .. ( /) '1') 11 L"p'"I" ":1./') Sl rxp<d.

Notons que I'introduction des espaces adeux indices, ou bien des espaces
"Iocaux" et "a I'infini" n'aurait pas etc justifiee par I'etude de ce seul cas.
Pour une etude plus precise des cas limites 'Xp = d et 'Y.p = D, cf. a nouveau
[21 ].

3. 0 ~ d < D = + 00. Ceci se produit si et seulement si G cst it
croissance exponentielle du volume [12,30]. Ce phenomene ne depend que
de G, et non des champs {X I' ... , Xk J, dont Ie choix inl1ue par contre sur
d. Des exemples de groupes de Lie unimodulaires et it croissance exponen
tielle du volume sont fournis par les groupes de Lie semi-simples non
compacts, et certains groupes resolubles non nilpotents.

A nouveau, (TI ), '" IJ est de dimension n, "In E [d, + x [: il est inutile
d'employer les localisations introduites au §3.

n L"11 A, "." --> L" SI 'J.p>d
P<'I< --f.

[" --> n u Sl rxp=d
"

p < ,( < f'l.

n L'I Sl !J.p < d.
f'<q~dl'ld :XI')

Le plongement de L~ dans L" pour 'X > 0 a lieu si et seulement si II TIll I' • p

decroit exponentiellement avec t. Cela equivaut au fait que G soit non
amenable, et c'est Ie cas si G est semi-simple non compact.
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Rappelons que dans IR", contrairement a cc qui se produit ici dans les
cas 2 ct 3, les espaccs L~ conticnnent toujours des fonctions non bornees.

4. 0 < d < D < + x . Ceci peut sc produire par exemplc si G est un
groupe de Lie nilpotent connexc non simplement connexe. Dans ce cas,
(T,lt:>-o n'est de dimension n pour aucun n.

{Jot' I SI

51

Sl

'Y.p~d

D~'Y.p<d

'Y.p<D.

5. Supposons maintenant seulement que (T, L;, () a pour dimension
locale d, et cessons de supposer que (T,),;, () n'a pas de point fixe dans
L"(X, ~). C'est ce qui se produit si G est un groupe de Lie compact. Les
semi-normes L~ et A II ne sont pas des normes, mais on peut enoncer

{
A nL'L" [" , Id,,,1

n " ---> L"vl,1 ,,,1

Le cas 'Y.p = d cst traite dans [21].
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